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ÿǫƨȭŗʚǶƉ âɼɄǖɼŗȭ Ʉȳ ÿŗȭƨ eƨɄȭƨʚɼ ࣗ˦ ÿɼŗȳʌʌƨɼǶƨʌ ŗȳƕ �ɱɱțǶƉŗʚǶɄȳʌ ʚɄ �ȳŗț˦ʌǶʌ ŗȳƕ eƨɄȭƨʚɼ˦

¥ƨƨɼ $ǫŗɼƕ˝ŗȍ
bƨſ ࣗࡹ ࡽࡽࡱࡽ

ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ɄǑ yțțǶȳɄǶʌ ŗʚ Ďɼſŗȳŗࣽ,ǫŗȭɱŗǶǖȳ

ࡹࡽࣩࡹ



âʯʚȳŗȭ ࡹ࢑࢙ࡹ

�ƨʚ α ≥ ࡱ ſƨ ŗ ɼƨŗț ȳʯȭſƨɼ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ,αࡹ ,αࡽ ,αࢁ . . . ŗɼƨ ŗțț Ƕȳʚƨǖƨɼʌࣖ
óǫɄ˝ ʚǫŗʚ α Ƕʌ ŗȳ Ƕȳʚƨǖƨɼࣖ

�ƨʚऒʌ ɼƨɱǫɼŗʌƨࣘ
óʯɱɱɄʌƨ ǋ(˕) = ˕αࣗ ǑɄɼ ʌɄȭƨ α ∈ Rࣖ yǑ ǋ(N) ⊆ Nࣗ ʚǫƨȳ α ∈ Nࣖ

ÿǫƨ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǋ ŗſɄ˙ƨ Ƕʌ ʚɼŗȳʌƉƨȳƕƨȳʚŗț ǶǑ α Ƕʌ ǶɼɼŗʚǶɄȳŗțࣗ ŗȳƕ Ʉʯǖǫʚ
ȳɄʚ ʚɄ ƉɄȳʚŗǶȳ ʚɄɄ ȭŗȳ˦ ɼŗʚǶɄȳŗț ɱɄǶȳʚʌࣖ ÿǫǶʌ Ƕʌ ʚǫƨ Ʉ˙ƨɼŗɼƉǫǶȳǖ
ǖʯǶƕǶȳǖ ɱɼǶȳƉǶɱțƨ ˝Ƕʚǫ âǶțŗࣽİǶțȕǶƨ ʚ˦ɱƨ ɼƨʌʯțʚʌࣖ

ࡹࡽࣩࡽ



âɼƨțǶȭǶȳŗɼǶƨʌ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ʌǫɄ˝ ʚǫŗʚ एʚɼŗȳʌƉƨȳƕƨȳʚŗțऐ ʌƨʚʌ ƉɄȳʚŗǶȳ एǑƨ˝ऐ ɼŗʚǶɄȳŗț
ɱɄǶȳʚʌࣖ

ÿɄ ƨ˙ƨɼ˦ ɼŗʚǶɄȳŗț ȳʯȭſƨɼ ˝ƨ ŗʌʌǶǖȳ ŗ ǫƨǶǖǫʚࣗ

H(
ŗ
Ż ) := max(|ŗ|, |Ż|) ∈ N≥ࡹ

ǑɄɼ ƉɄɱɼǶȭƨ ŗ,Ż ∈ Zࣗ Ż $= ࣖࡱ

ÿǫɼɄʯǖǫɄʯʚ ȩ ≥ ࣗࡹ ŗȳƕ ǑɄɼ ŗ = (ŗࡹ, ..., ŗȩ) ∈ Qȩࣗ

H(ŗ) := max{H(ŗǮ) : ࡹ ≤ Ǯ ≤ ȩ} ∈ N≥ࡹ.

ࡹࡽࣩࢁ



âɼƨțǶȭǶȳŗɼǶƨʌ ƉɄȳʚऒƕ

bɄɼ ĩ ⊆ Rȩࣗ ʌƨʚ ĩ(Q) = ĩ ∩Qȩࣖ

�țʌɄ ʌƨʚࣗ
ĩ(Q, ò) := {ŗ ∈ ĩ(Q) : H(ŗ) ≤ ò},

N(ĩ, ò) := #ĩ(Q, ò) (∈ N).

ÿǫɼɄʯǖǫɄʯʚ ò ∈ R≥ࣗࡹ ȩ ∈ N≥ࣖࡹ

¶ʯɼ ǑɄƉʯʌ ˝Ƕțț ſƨ Ʉȳ ŗʌ˦ȭɱʚɄʚǶƉ ʯɱɱƨɼ ſɄʯȳƕʌ Ʉȳ N(ĩ, ò) ʯȳƕƨɼ
ȳŗʚʯɼŗț ǖƨɄȭƨʚɼǶƉ ƉɄȳƕǶʚǶɄȳʌ Ʉȳ ķࣖ ¡Ʉɼƨ ɱɼƨƉǶʌƨț ࣗ˦ ˝ƨ ˝Ƕțț ŗǶȭ ǑɄɼ
ʌʯſࣽɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ʯɱɱƨɼ ſɄʯȳƕʌ Ƕȳ ò ǑɄɼ ŗɱɱɄʌǶʚƨ ĩࣖ

ࡹࡽࣩࢅ



âǶțŗऒʌ ƉɄʯȳʚǶȳǖ ǑɄɼ Ɖʯɼ˙ƨʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯âǶțŗࣗ ࣱࡹ࢙࢙ࡹ
�ƣʋ ǋ : ,ࡱ] [ࡹ → R Żƣ ŗ ʋɮŗȩɾƅƣȩƐƣȩʋŗȑ ŗȩŗȑ˖ʋǮƅ ǋʠȩƅʋǮȹȩ ˍǮʋǣ ǐɮŗɤǣ ĩࣖ
òǣƣȩ ǋȹɮ ŗȑȑ ε ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ ƅ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȑȑ òࣗ

N(ĩ, ò) ≤ ƅ(ĩ, ε)òε.

࣯ε, ƅ ∈ R> ʚǫɼɄʯǖǫɄʯʚࣱ

ࡹࡽࣩࢉ



pǶǖǫƨɼ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳʌࣞ

İǫŗʚ ŗſɄʯʚ ʌʯɼǑŗƉƨʌࣞ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ʚ˝Ʉ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ʌƨʚ

ĩ = {(˕, ˖) ∈ Rࡽ : ࡱ < ˕ < ,ࡹ ࡱ < ˖ < ƣ˕}.

ࢉ.ࡱ ࡹ

ࡹ

ࡽ

ÿǫǶʌ ʌƨʚ Ƕʌ ȳɄʚ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉࣗ ſʯʚ Ƕʚ Ƕʌ ƨŗʌ˦ ʚɄ ʌƨƨ ʚǫŗʚ N(ĩ, ò) = Ω(òࢅ).

ࡹࡽࣩࢍ



ÿǫƨ ʚɼŗȳʌƉƨȳƕƨȳʚŗț ɱŗɼʚ

ÿɄ ŗƕƕɼƨʌʌ ʚǫǶʌ ɄſʌʚɼʯƉʚǶɄȳࣗ ˝ƨ ɼƨȭɄ˙ƨ ʚǫƨ एŗțǖƨſɼŗǶƉ ɱŗɼʚऐ ɄǑ ĩࣗ
ƕƨȳɄʚƨƕ ſ˦ ĩalgࣗ ŗȳƕ ʌƨʚ ʚɄ ſƨ ʚǫƨ ʯȳǶɄȳ ɄǑ ŗțț ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ
ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ ʌʯſʌƨʚʌ ɄǑ ĩࣖ

İƨ ʌƨʚ ʚǫƨ ʚɼŗȳʌƉƨȳƕƨȳʚŗț ɱŗɼʚ ɄǑ ĩࣗ ĩtr := ĩ \ ĩalg.

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯âǶțŗࣗ ࣱࢉࡱࡱࡽ

�ƣʋ ĩ ⊆ Rȩ Żƣ ŗ ƅȹȣɤŗƅʋ ɾʠŻŗȩŗȑ˖ʋǮƅ ɾƣʋ ȹǋ ƐǮȣƣȩɾǮȹȩ ࣖࡳ òǣƣȩ ǋȹɮ
ŗȑȑ ε ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ ƅ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȑȑ òࣗ

N(ĩtr, ò) ≤ ƅ(ĩ, ε)òε.

ࡹࡽ࢑ࣩ



¥ɄȳࣽʚɼǶ˙Ƕŗț ĩtr

ĩ = {(˕, ˖, ˢ) ∈ Rࢁ : ˢ = ˕˖ ǑɄɼ ˕, ˖ ∈ ,ࡹ] {[ࡽ

ࡹ
ࡽ ࡹ

ࡽ

ࢅ

˕
˖

ÿǫƨ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ Ɖʯɼ˙ƨʌ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦ Ķ(ˢ− ˕), Ķ(ˢ− ࣗ(ࡽ/ࢁ˕ ŗȳƕ Ķ(ˢ− (ࡽ˕
ǫǶǖǫțǶǖǫʚƨƕ Ƕȳ ɼƨƕ ŗɼƨ ŗțț ɱŗɼʚ ɄǑ ĩalgࣖ

ĩtr =
⋃

Q\[ࡽ,ࡹ]∋˖
Ķ(ˢ− ˕˖)

óɄ ĩtr ǫŗʌ Ƕȳ̇ȳǶʚƨț˦ ȭŗȳ˦ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ƉɄȭɱɄȳƨȳʚʌࣗ ŗȳƕ Ƕʌ ȳɄʚ
ʌʯſŗȳŗț˦ʚǶƉࣖ ࡹࡽࣩ࢕



âǶțŗࣽİǶțȕǶƨ ƉɄʯȳʚǶȳǖ

�țț ƉɄȭɱŗƉʚ ʌʯſŗȳŗț˦ʚǶƉ ʌƨʚʌ ŗɼƨ ƕƨ̇ȳŗſțƨ Ƕȳ ŗ ̇ɼʌʚࣽɄɼƕƨɼ ʌʚɼʯƉʚʯɼƨ
Ranࣽ ʚǫƨ ƨ˥ɱŗȳʌǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨŗț ̇ƨțƕ ˝Ƕʚǫ ŗțț ɮƣɾʋɮǮƅʋƣƐ ŗȩŗȑ˖ʋǮƅ
ǋʠȩƅʋǮȹȩɾࣖ

Ran Ƕʌ ŗȳ ɄࣽȭǶȳǶȭŗț ʌʚɼʯƉʚʯɼƨࣗ ŗȳƕ ɄࣽȭǶȳǶȭŗțǶʚ˦ ʚʯɼȳʌ Ʉʯʚ ʚɄ ſƨ ŗ
ȳŗʚʯɼŗț ʌƨʚʚǶȳǖ ǑɄɼ ǖƨȳƨɼŗțǶ˲ŗʚǶɄȳࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯âǶțŗࣽİǶțȕǶƨࣗ ࣱࢍࡱࡱࡽ
�ƣʋ R̃ Żƣ ŗȩ ȹࣽȣǮȩǮȣŗȑ ƣ˕ɤŗȩɾǮȹȩ ȹǋ ʋǣƣ ɮƣŗȑ ̃ƣȑƐ ŗȩƐ ȑƣʋ ĩ ⊆ Rȩ Żƣ
Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ Ǯȩ R̃ࣖ òǣƣȩ ǋȹɮ ŗȑȑ ε ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ ƅ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȑȑ òࣗ

N(ĩtr, ò) ≤ ƅ(ĩ, ε)òε.

ࡹࡽࣩ࢙



¶ࣽȭǶȳǶȭŗț ƨ˥ɱŗȳʌǶɄȳʌ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨŗț ̇ƨțƕ

�ȳ ƨ˥ɱŗȳʌǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨŗț ̇ƨțƕ Ƕʌ ŗ ʌƨɸʯƨȳƉƨ Þঋ(çȩ)ȩ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ŗțț
ȩࣗ

࣢ çȩ Ƕʌ ŗ ſɄɄțƨŗȳ ŗțǖƨſɼŗ ɄǑ ʌʯſʌƨʚʌ ɄǑ Rȩࣗ
࣢ Þ Ƕʌ ƉțɄʌƨƕ ʯȳƕƨɼ ̇ȳǶʚƨ ƉŗɼʚƨʌǶŗȳ ɱɼɄƕʯƉʚʌ ŗȳƕ ƉɄࣽɄɼƕǶȳŗʚƨ
ɱɼɄȍƨƉʚǶɄȳʌࣗ

࣢ çȩ ƉɄȳʚŗǶȳʌ ŗțț ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ ʌʯſʌƨʚʌ ɄǑ Rȩࣖ

� ʌƨʚ ĩ Ƕʌ ʌŗǶƕ ʚɄ ſƨ ƕƨ̇ȳŗſțƨ Ƕȳ Þ ǶǑ ĩ ∈ çȩ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ȩࣖ

Þ Ƕʌ ŗȳ ȹࣽȣǮȩǮȣŗȑ ƨ˥ɱŗȳʌǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨŗț ̇ƨțƕ ǶǑ ȭɄɼƨɄ˙ƨɼࣗ

࣢ çࡹ ƉɄȳʚŗǶȳʌ Ʉȳț˦ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ ʌƨʚʌࣗ Ƕȳ Ʉʚǫƨɼ ˝Ʉɼƕʌࣗ ƨŗƉǫ
ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ çࡹ Ƕʌ ŗ ̇ȳǶʚƨ ʯȳǶɄȳ ɄǑ ɱɄǶȳʚʌ ŗȳƕ Ʉɱƨȳ Ƕȳʚƨɼ˙ŗțʌࣖ

ࡹࡽࣩࡱࡹ



âɼɄɄǑ ʌƉǫƨȭŗ

yȳ ˝ǫŗʚ ǑɄțțɄ˝ʌࣗ ˝ƨ ̇˥ ŗȳ ɄࣽȭǶȳǶȭŗț ƨ˥ɱŗȳʌǶɄȳ R̃ ɄǑ ʚǫƨ ɼƨŗț ̇ƨțƕࣗ
ŗȳƕ ƕƨ̇ȳŗſțƨ Ƕʌ ˝Ƕʚǫ ɼƨʌɱƨƉʚ ʚɄ R̃ࣖ

İƨ ǑɄțțɄ˝ âǶțŗ ŗȳƕ İǶțȕǶƨऒʌ ɱɼɄɄǑ ˝ǫǶƉǫ ɼƨțǶƨʌ Ʉȳ ʚ˝Ʉ ǶȳʚƨɼȭƨƕǶŗʚƨ
ɼƨʌʯțʚʌࣖ

y ʌʚŗʚƨ ŗ ƉɄȭſǶȳƨƕ ƉɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ʚǫƨʌƨ ǶȳǖɼƨƕǶƨȳʚʌ ſƨțɄ˝ࣗ ŗȳƕ
ʚǫƨȳ ǖɄ Ʉȳ ʚɄ ƕƨʌƉɼǶſƨ Ʉʯɼ ʌʯſʌƨɸʯƨȳʚ ʌǶȭɱțǶ̇ƉŗʚǶɄȳʌ Ƕȳ ʌɄȭƨ ƕƨʚŗǶțࣖ

âɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ

çʠɤɤȹɾƣ ĩ ⊆ ,ࡹ−] ȩ[ࡹ Ǯɾ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ ˍǮʋǣ ƣȣɤʋ˖ ǮȩʋƣɮǮȹɮࣖ òǣƣȩ ǋȹɮ ŗȑȑ ε
ʋǣƣɮƣ ƣ˕Ǯɾʋɾ ŗ Ɛ = Ɛ(ȩ, ε) ŗȩƐ ŗ � := �(ĩ, ε) ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȑȑ òࣗ ŗʋ
ȣȹɾʋ �òε ȣŗȩ˖ ǣ˖ɤƣɮɾʠɮǋŗƅƣɾ Ǯȩ Rȩ ȹǋ Ɛƣǐɮƣƣ ≤ Ɛ ŗɮƣ ƣȩȹʠǐǣ ʋȹ
ƅȹˉƣɮ ʋǣƣ ɾƣʋ ĩ(Q, ò)ࣖ

࣯� ∈ R>ࣗ Ɛ ∈ N ʚǫɼɄʯǖǫɄʯʚࣱ
ࡹࡽࣩࡹࡹ



� ɼɄʯǖǫ ʌȕƨʚƉǫ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯âǶțŗࣽİǶțȕǶƨࣗ ࣱࢍࡱࡱࡽ
�ƣʋ ĩ ⊆ Rȩ Żƣ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣࣖ òǣƣȩ ǋȹɮ ŗȑȑ ε ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ ƅ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȑȑ òࣗ

N(ĩtr, ò) ≤ ƅ(ĩ, ε)òε.

�ƨʚऒʌ ʌƨƨ ǫɄ˝ Ʉʯɼ ɱɼɄɄǑ ǖɄƨʌ ǑɄɼ ŗ ƉɄʯɱțƨ ɄǑ ʌǶȭɱțƨ Ɖŗʌƨʌࣖ

bǶ˥ ʌɄȭƨ ε ŗȳƕ òࣗ ŗȳƕ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ĩ ⊆ ,ࡹ−] ȩ[ࡹ ǑɄɼ ʚǫƨʌƨ Ɖŗʌƨʌࣖ

ࡹࡽࣩࡽࡹ
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�ƨ˦ �ƨȭȭŗ

�ƨȭȭŗ

çʠɤɤȹɾƣ ç ⊆ Rȩ Ǯɾ ɾƣȣǮŗȑǐƣŻɮŗǮƅࣗ ĩ ⊆ çࣗ ŗȩƐ ǋ : ç→ Rȣ Ǯɾ
ɾƣȣǮŗȑǐƣŻɮŗǮƅ ŗȩƐ ǮȩȃƣƅʋǮˉƣࣗ ŗȩƐ ȣŗɤɾ ĩ ǣȹȣƣȹȣȹɮɤǣǮƅŗȑȑ˖ ȹȩʋȹ
Ī = ǋ(ĩ) ⊆ Rȣࣖ òǣƣȩ ǋ(ĩalg) = Īalg ŗȩƐ ʋǣʠɾ ǋ(ĩtr) = Ītrࣖ

×ɮȹȹǋ ࣘ yʚ Ƕʌ Ɖțƨŗɼ ʚǫŗʚ ǋ(ĩalg) ⊆ Īalgࣖ

�țʌɄࣗ ǑɄɼ ŗȳ˦ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ ʌƨʚ * ⊆ Īࣗ ʚǫƨ ȭŗɱ
ǋ−ࡹ|* Ƕʌ ŗ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭࣙ ʌǶȳƉƨ * ŗȳƕ ǋ ŗɼƨ
ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉࣗ ŗȳƕ ǋ Ƕʌ ǶȳȍƨƉʚǶ˙ƨࣖ óɄ ʚǫƨ ʌƨʚ ǋ−ࡹ(*) Ƕʌ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉࣗ
ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ ĩࣗ ŗȳƕ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ŗȳƕ Ƕȳ̇ȳǶʚƨࣗ ŗȳƕ ʚǫʯʌ ǋ−ࡹ(*) ⊆ ĩalgࣖ

ÿǫǶʌ ʌǫɄ˝ʌ ǋ−ࡹ(Īalg) ⊆ ĩalgࣗ ŗȳƕ ʚǫʯʌ ǋ(ĩalg) = Īalgࣖ

ࡹࡽࣩࢁࡹ



âɼɄɄǑ ʌȕƨʚƉǫ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯âǶțŗࣽİǶțȕǶƨࣗ ࣱࢍࡱࡱࡽ
�ƣʋ ĩ ⊆ Rȩ Żƣ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣࣖ òǣƣȩ ǋȹɮ ŗȑȑ ε ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ ƅ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȑȑ òࣗ

N(ĩtr, ò) ≤ ƅ(ĩ, ε)òε.

×ɮȹȹǋ ࣘ bǶ˥ ŗ ƕƨ̇ȳŗſțƨ ʌƨʚ ĩ ⊆ Rȩࣖ $˦ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ ȩࣗ Ɖțƨŗɼ ǑɄɼ ȩ = ࣖࡹ

óǶȳƉƨ ʚǫƨ ǶȳʚƨɼǶɄɼ ɄǑ ĩ Ƕʌ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ ʚǫƨ ĩalgࣗ ˝ƨ ȭŗ˦ ŗʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ĩ
ǫŗʌ ƨȭɱʚ˦ ǶȳʚƨɼǶɄɼࣖ

� ʌʚŗȳƕŗɼƕ ʚɼǶƉȕ ŗțțɄ˝ʌ ʯʌ ʚɄ ŗțʌɄ ɼƨƕʯƉƨ ʚɄ ʚǫƨ Ɖŗʌƨ ˝ǫƨɼƨ
ĩ ⊆ ,ࡹ−] ȩࣖ[ࡹ

ࡹࡽࣩࢅࡹ



âɼɄɄǑ ƉɄȳʚऒƕ

¶ʯɼ ſŗʌǶƉ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳʌ ŗțțɄ˝ ʯʌ ʚɄ ŗɱɱț˦ Ʉʯɼ ɱɼƨɱŗɼŗʚɄɼ˦ ɱɼɄɱɄʌǶʚǶɄȳ
ʚɄ ĩࣗ ŗȳƕ ˝ƨ ǖƨʚ ŗ Ɛ ŗȳƕ � ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ŗțț òࣗ ĩ(Q, ò) Ɖŗȳ ſƨ ƉɄ˙ƨɼƨƕ
ſ˦ ŗʚ ȭɄʌʚ �òε ǫ˦ɱƨɼʌʯɼǑŗƉƨʌ Ƕȳ Rȩ ɄǑ ƕƨǖɼƨƨ ≤ Ɛࣖ

,țŗǶȭࣘ �ƨʚ l ƕƨȳɄʚƨ ŗ ǫ˦ɱƨɼʌʯɼǑŗƉƨ Ƕȳ Rȩ ɄǑ ƕƨǖɼƨƨ ≤ Ɛࣖ ÿǫƨȳ

N
(
(ĩ ∩ l)tr, ò

)
≤ ƅࡹòε,

ǑɄɼ ʌɄȭƨ ƅࡹ ∈ R> ˝ǫǶƉǫ Ƕʌ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ɄǑ l ŗȳƕ òࣖ

yʚ Ƕʌ Ɖțƨŗɼ ʚǫŗʚ Ƕʚ Ƕʌ ʌʯ˾ƉǶƨȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ ʚǫƨ ƉțŗǶȭࣗ ŗʌ ˝ƨ ʚǫƨȳ ǫŗ˙ƨ ʚǫŗʚ

N
(
ĩtr, ò

)
≤ �ƅࡹòࡽε.

(
¥Ʉʚƨ (ĩࡹ ∪ ĩࡽ)tr ⊆ ĩtrࡹ ∪ ĩtrࡽ

)

ࡹࡽࣩࢉࡹ



âɼɄɄǑ ɄǑ ʚǫƨ ƉțŗǶȭ

�ʌʌʯȭƨ ǑɄɼ ʚǫƨ ɱʯɼɱɄʌƨʌ ɄǑ ʌǶȭɱțǶƉǶʚ˦ ʚǫŗʚ l Ƕʌ ŗ ࣯ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉࣱ Ɖƨțț
* ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ ȣ(< ȩ)ࣖ

İƨ ǫŗ˙ƨ ʚǫƨȳ ŗ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶʌȭ

ɤ = ɤ* : *→ ɤ(*)

ɄȳʚɄ ŗȳ Ʉɱƨȳ Ɖƨțț ɤ(*) Ƕȳ Rȣࣗ ŗȳƕ ʌɄ ɤ ȭŗɱʌ ĩ∩ * ǫɄȭƨɄȭɄɼɱǫǶƉŗțț˦
ɄȳʚɄ Ƕʚʌ Ƕȭŗǖƨ Ī ⊆ ɤ(*) ⊆ Rȣࣖ

óǶȳƉƨ ɤ Ƕʌ ŗƉʚʯŗțț˦ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦ ɄȭǶʚʚǶȳǖ ʌɄȭƨ ƉɄɄɼƕǶȳŗʚƨʌࣗ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ
H
(
ɤ(ŗ)

)
≤ H(ŗ) ǑɄɼ ŗ ∈ * ∩Qȩࣖ

ࡹࡽࣩࢍࡹ



âɼɄɄǑ ɄǑ ʚǫƨ ƉțŗǶȭ ƉɄȳʚऒƕ

óǶȳƉƨ ʚǫƨ ȣ < ȩ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ſ˦ Ʉʯɼ ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ʚǫŗʚ ǑɄɼ ŗțț òࣗ

N(Ītr, ò) ≤ Żòε,

˝Ƕʚǫ Ż ∈ R> Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ɄǑ òࣖ

pƨȳƉƨ ǑɄɼ ŗțț òࣗ

N
(
(ĩ ∩ l)tr, ò

)
= N

(
(ĩ ∩ *)tr, ò

)
≤ Żòε

ſ˦ Ʉʯɼ ȕƨ˦ �ƨȭȭŗ ŗɱɱțǶƨƕ ʚɄ ʚǫƨ ȭŗɱ ɤ = ɤ*ࣖ

ƅࡹ := Ż Ƕʌ ŗ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ɼƨŗț ȳʯȭſƨɼ ŗʌ ˝ƨ ˝ƨɼƨ ŗǶȭǶȳǖ ǑɄɼࣗ ŗʌʌʯȭǶȳǖ Ż
ƅŗȩ Żƣ ʋŗȋƣȩ ʋȹ ƐƣɤƣȩƐ ȹȩȑ˖ ȹȩ ĩ, εࣗ ȩȹʋ ȹȩ l, Īࣖ

ࡹࡽ࢑ࣩࡹ



ÿǫƨ ÿǫƨɄɼƨȭʌ

yȳ ˝ǫŗʚ ǑɄțțɄ˝ʌࣗ țƨʚ B ⊆ Rȣ ŗȳƕ ĩ ⊆ B× Rȩ ſƨ ƕƨ̇ȳŗſțƨࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ

^ȹɮ ŗȑȑ ε ʋǣƣɮƣ ƣ˕Ǯɾʋɾ ŗ ƅ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȑȑ ɾ ∈ B ŗȩƐ ŗȑȑ ò ˍƣ ǣŗˉƣ
�(ĩ(ɾ)tr, ò) ≤ ƅòεࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ ε Żƣ ǐǮˉƣȩࣖ òǣƣȩ ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ ɾƣʋ Ğ = Ğ(ĩ, ε) ⊆ ĩ ŗȩƐ ŗ ƅ
ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȑȑ ɾ ∈ B ŗȩƐ òࣗ

Ğ(ɾ) ⊆ ĩ(ɾ)alg ŗȩƐ �(ĩ(ɾ) \ Ğ(ɾ), ò) ≤ ƅòε.

ࡹࡽࣩ࢕ࡹ



$țɄƉȕʌ

İƨ ʌŗ˝ Ƕȳ ʚǫƨ ɱɼɄɄǑ ʌȕƨʚƉǫ ƨŗɼțǶƨɼ ʚǫŗʚ ˝ƨ ƕƨŗț ˝Ƕʚǫ ʌƨʚʌ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄɼȭ
Ķ ∩ lࣗ ˝ǫƨɼƨ Ķ Ƕʌ ƕƨ̇ȳŗſțƨ ŗȳƕ l Ƕʌ ŗ ǫ˦ɱƨɼʌʯɼǑŗƉƨࣖ

yȳ ʚǫƨ Ɖŗʌƨ ˝ǫƨȳ ƕǶȭ(Ķ) = ƕǶȭ(l)ࣗ ʚǫƨ ʚɄɱ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳŗț ƉɄȭɱɄȳƨȳʚ
Ķ ∩ l Ƕʌ ɱŗɼʚ ɄǑ Ķalgࣖ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖŗɱʚʯɼƨ ʚǫǶʌ ɱǫƨȳɄȭƨȳɄȳࣘ � Żȑȹƅȋ ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ Ɛ Ƕȳ Rȩ

Ƕʌ ŗ ƕƨ̇ȳŗſțƨ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ Ʉɱƨȳ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ŗ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ ʌƨʚ � ⊆ Rȩ

ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ dimŗ � = Ɛ ǑɄɼ ŗțț ŗ ∈ �ࣖ ¥ɄʚǶƉƨࣗ ŗ ſțɄƉȕ ǶȳʌǶƕƨ ŗ ƕƨ̇ȳŗſțƨ
ʌƨʚ Ķ Ƕʌ ŗț˝ŗ˦ʌ ɱŗɼʚ ɄǑ Ķalgࣖ

,Ʉȳʚɼŗʌʚ ʚǫǶʌ ˝Ƕʚǫ âǶțŗऒʌ ˙ƨɼʌǶɄȳࣘ � ࣯ſŗʌǶƉࣱ ſțɄƉȕ ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ Ɛ Ƕʌ ŗ
ƕƨ̇ȳŗſțƨ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ Ʉɱƨȳ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ŗ ʌƨȭǶŗțǖƨſɼŗǶƉ −ࡹ*
ʌʯſȭŗȳǶǑɄțƕ ɄǑ ƕǶȭƨȳʌǶɄȳ Ɛࣖ ࣯ƣɪʠǮˉŗȑƣȩʋ ǋȹɮȣʠȑŗʋǮȹȩࣰࣖ

¶ȳƨ ǫŗʌ ʚɄ ƕɄ ʌɄȭƨ ˝Ʉɼȕ ʚɄ ŗɼɼǶ˙ƨ ŗʚ ʚǫǶʌ ǑɄɼȭʯțŗʚǶɄȳࣗ ŗȳƕ ʚɄ ʌǫɄ˝
ʚǫŗʚ ʚǫƨʌƨ ſțɄƉȕʌ ŗɼƨ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ ǶȳʌǶƕƨ ʚǫƨ ŗțǖƨſɼŗǶƉ ɱŗɼʚࣖࣖࣖ ࡹࡽࣩ࢙ࡹ



$țɄƉȕ ǑŗȭǶț˦ ˙ƨɼʌǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ,ɄʯȳʚǶȳǖ ÿǫƨɄɼƨȭ

ÿǫƨɄɼƨȭ

�ƣʋ ε Żƣ ǐǮˉƣȩࣖ òǣƣȩ ʋǣƣɮƣ ŗɮƣ ŗ ȩŗʋʠɮŗȑ ȩʠȣŻƣɮ � = �(ĩ, ε) ≥ ࣗࡹ ŗ
Żȑȹƅȋ ǋŗȣǮȑ˖ Ğȃ ⊆ (B× ^ȃ)× Rȩ Ǯȩ Rȩ ȹǋ ƐǮȣƣȩɾǮȹȩ Ɛȃ ≤ ȩ ˍǮʋǣ
Ɛƣ̃ȩŗŻȑƣ ^ȃ ⊆ Rȣȃ ࣗ ǋȹɮ ȃ = ,ࡹ . . . ,�ࣗ ŗȩƐ ŗ ƅȹȩɾʋŗȩʋ ƅ = ƅ(ĩ, ε)ࣗ ɾʠƅǣ
ʋǣŗʋࣘ

(B) Ğȃ(ɾ, ʋ) ⊆ ĩ(ɾ) ǋȹɮ ȃ = ,ࡹ . . . ,� ŗȩƐ (ɾ, ʋ) ∈ B× ^ȃࣙ
(BB) ǋȹɮ ŗȑȑ ò ŗȩƐ ŗȑȑ ɾ ∈ Bࣗ ĩ(ɾ)(Q, ò) Ǯɾ ƅȹˉƣɮƣƐ Ż˖ ŗʋ ȣȹɾʋ ƅòε Żȑȹƅȋɾ

Ğȃ(ɾ, ʋ)ࣗ ࡹ) ≤ ȃ ≤ �, ʋ ∈ ^ȃ)ࣖ

�ƨʚ Ğࡹ, . . . , Ğ� ŗȳƕ ƅ ſƨ ŗʌ Ƕȳ ʚǫƨ ÿǫƨɄɼƨȭ ŗſɄ˙ƨࣖ ÿǫƨȳ ǑɄɼ ŗțț ɾ ∈ B
ʚǫƨ ƕƨ̇ȳŗſțƨ ʌƨʚ Ğ(ɾ) ⊆ Rȩ ǖǶ˙ƨȳ ſ˦

Ğ(ɾ) :=
⋃

Ɛȃ≥ࡹ,ʋ∈^ȃ

Ğȃ(ɾ, ʋ)

Ƕʌ ƉɄȳʚŗǶȳƨƕ Ƕȳ ĩ(ɾ)alg ŗȳƕ N(ĩ(ɾ) \ Ğ(ɾ), ò) ≤ ƅòε ǑɄɼ ŗțț òࣖ
ࡹࡽࣩࡱࡽ



ÿǫƨ ƨȳƕ

ÿǫŗȳȕ ˦Ʉʯࣛ

ࡹࡽࣩࡹࡽ


